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кости. Найдены экстремальные траектории. Произведена численная про-
верка выражений для времени Максвелла.

1. Постановка задачи

Рассматриваются 2 точки на двумерной плоскости и закреплен-
ные в них вектора. Необходимо выйти из первой точки в направлении
закрепленного вектора и попасть в другую, в направлении закреп-
ленного в ней вектора (Рис. 1). Разрешается в любой момент менять
скорость движения по плоскости и направление движения. Движение
должно быть оптимальным, в смысле минимума длины в простран-
стве координат и скоростей.

Рис. 1. Постановка задачи
?)Представлено по тематике: Методы оптимизации и теория управления.



134 В. М. Касимов

Эта задача имеет большое значение для робототехники (управ-
ление движением мобильным роботом на плоскости), а также физио-
логии зрения (восстановление поврежденного изображения), см. [5].

Математически эта задача ставится следующим образом. Рас-
смотрим q = (x, y, θ) ∈ M = R2 × S1, где (x, y) ∈ R2 –– координаты
точки на плоскости, а θ ∈ S1 –– угол от оси Ox до вектора скоро-
сти кривой в данной точке. Тогда граничные условия задачи можно
переписать в виде

q(0) = q0, q(t1) = q1.

Учитывая параллельные переносы и повороты плоскости, можно счи-
тать, что q0 = (0, 0, 0).

Динамика движения описывается управляемой системой:

(1)


ẋ = u cos θ,
ẏ = u sin θ,
θ̇ = v.

Первые два уравнения означают, что точка (x, y) движется с линей-
ной скоростью u в направлении θ, а третье условие –– что угловая
скорость равна v. Параметры u, v являются управлениями в нашей
задаче: (u, v) ∈ R2.

Критерий оптимальности: требуется минимизировать длину кри-
вой в пространстве (x, y, θ), то есть ставится задача:

l =
∫ t1

0

√
ẋ2 + ẏ2 + θ̇2dt =

∫ t1

0

√
u2 + v2dt→ min .

Время движения t1 фиксировано.
Из неравенства Коши–Буняковского следует, что задача l→ min

эквивалентна задаче J =
1
2

∫ t1
0

(u2 + v2)dt→ min.

2. Группа движений плоскости

Управляемая система (1) может быть записана в виде:

(2) q̇ = uX1(q) + vX2(q), q ∈ R2 × S1, (u, v) ∈ R2,

где X1 =

 cos θ
sin θ

0

, X2 =

 0
0
1

.

Эту систему можно записать как управляемую систему на группе
движений плоскости E (2), состоящей из всех поворотов и параллель-
ных переносов плоскости R2.
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Группа E (2) параметризуется матрицами вида:

q =

 cos θ − sin θ x
sin θ cos θ y

0 0 1

 .

В этой параметризации система (2) принимает вид:

q̇ = u q A1 + v q A2, q ∈ E (2) , (u, v) ∈ R2,

где A1 =

 0 0 1
0 0 0
0 0 0

, A2 =

 0 −1 0
1 0 0
0 0 0

.

Минимизируемый функционал l =
∫ t1
0

√
u2 + v2dt есть субрима-

нова длина кривой q(t) для субримановой метрики, задаваемой по-
лями X1, X2 как ортонормированным репером.

Таким образом, рассматривается субриманова задача на группе
движений плоскости E(2).

3. Управляемость и существование оптимальных управлений

Система называется вполне управляемой, если множество дости-
жимости из любой точки q0 совпадает со всем пространством состо-
яний. Для линейных по управлению систем их глобальная управ-
ляемость может быть исследована с помощью теоремы Рашевского-
Чжоу [1]:

Теорема 3.1. Если многообразие M связно, а управляемая си-
стема симметрична и имеет полный ранг, то она вполне управля-
ема.

Рассмотрим скобку Ли полей X1, X2:

[X1, X2] =
∂X2

∂q
X1 −

∂X1

∂q
X2 =

 − sin θ
cos θ

0

.

Очевидно, что поля X1, X2 и [X1, X2] порождают все касательное
пространство TqM .

Применяя теорему Рашевского–Чжоу, получаем, что система (2)
вполне управляема.

Существование оптимальных управлений в рассмотренной зада-
че следует из теоремы Филиппова [1].
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4. Экстремальные кривые

Применим принцип максимума Понтрягина [2] к нашей задаче
оптимального управления.

Функция Понтрягина имеет вид:

H =
1
2
(u2 + v2)ψ0 + u cos θψ1 + u sin θψ2 + vψ3.

Система для сопряженных переменных:

(3)


ψ̇0 = 0,
ψ̇1 = 0,
ψ̇2 = 0,
ψ̇3 = u sin θψ1 − u cos θψ2,

где ψ = (ψ0, ψ2, ψ2, ψ3) 6= 0, ψ0 ≤ 0.
И из условия максимума H → max(u,v) получаем:

(4)
{
ψ0u+ cos θψ1 + sin θψ2 = 0,
ψ0v + ψ3 = 0.

5. Анормальный случай (ψ0 = 0)

Рассмотрим случай ψ0 = 0, тогда система (4) принимает вид

(5)
{
ψ1 cos θ + ψ2 sin θ = 0,
ψ3 = 0.

Из уравнения ψ3 = 0 следует ψ̇3 = 0. Так как (3) и (5) выполня-
ются одновременно, то получаем систему:{

ψ1 cos θ + ψ2 sin θ = 0,
ψ1u sin θ − ψ2u cos θ = 0, в силу ψ̇3 = 0.

Уравнение ψ1u sin θ − ψ2u cos θ = 0 выполняется в случае u ≡ 0 или
ψ1 sin θ−ψ2 cos θ = 0. Рассмотрим случай, когда ψ1 sin θ−ψ2 cos θ = 0.
Тогда справедлива система:

(6)
{
ψ1 cos θ + ψ2 sin θ = 0,
ψ1 sin θ − ψ2 cos θ = 0.

Домножим в (6) первое уравнение на sin θ, второе на − cos θ и сложим
полученное:

ψ2(cos2 θ + sin2 θ) = 0⇒ ψ2 = 0.
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Теперь домножим в (6) первое уравнение на cos θ, второе на sin θ и
сложим полученное:

ψ1(cos2 θ + sin2 θ) = 0⇒ ψ1 = 0.

В случае ψ1 sin θ − ψ2 cos θ = 0 получаем ψ1 = ψ2 = 0. Выше было
получено ψ0 = ψ3 = 0, поэтому ψ = 0, что противоречит принципу
максимума Понтрягина. Следовательно ψ1 sin θ−ψ2 cos θ 6= 0 и u ≡ 0.

Рассмотрим уравнение ψ1 cos θ + ψ2 sin θ = 0 и продифференци-
руем его по t:

ψ̇1 cos θ − ψ1 sin θθ̇ + ψ̇2 sin θ + ψ2 cos θθ̇ = 0,

ψ̇1 cos θ + ψ̇2 sin θ + θ̇(ψ2 cos θ − ψ1 sin θ) = 0,

v(ψ2 cos θ − ψ1 sin θ) = 0.

Данное уравнение выполняется при v ≡ 0 или ψ2 cos θ − ψ1 sin θ = 0,
но второй случай мы уже рассматривали, поэтому v ≡ 0.

Итак, рacсмотрен анормальный случай ψ0 = 0. В этом случае
u = v = 0, и система (1) имеет вид:

ẋ = 0,
ẏ = 0,
θ̇ = 0.

В анормальном случае ψ0 = 0 принципу максимума удовлетворяют
лишь постоянные траектории (x, y, θ) ≡ (x0, y0, θ0), поэтому мы не
будем их рассматривать при (x1, y1, θ1) 6= (x0, y0, θ0).

6. Нормальный случай (ψ0 6= 0)

Рассмотрим случай ψ0 6= 0.
Система (3) однородна по ψ, поэтому вектор ψ можно умножить

на любое положительное число (чтобы сохранилось условие макси-
мума функции Понтрягина H). Поэтому можно считать ψ0 = −1.
Тогда система (4) имеет вид:{

−u+ ψ1 cos θ + ψ2 sin θ = 0,
−v + ψ3 = 0.

Выразим из неё u и v:

(7)
{
u = ψ1 cos θ + ψ2 sin θ,
v = ψ3.
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Из (1) и (7) получаем:
ẋ = ψ1 cos2 θ + ψ2 sin θ cos θ,
ẏ = ψ1 sin θ cos θ + ψ2 sin2 θ,

θ̇ = ψ3.

Применим систему для сопряженных переменных (3):

(8)


ẋ = ψ1 cos2 θ + ψ2 sin θ cos θ,
ẏ = ψ1 sin θ cos θ + ψ2 sin2 θ,

θ̈ = ψ1(cos θψ1 + sin θψ2) sin θ − ψ2(ψ1 cos θ + ψ2 sin θ) cos θ,
ψ̇1 = ψ̇2 = 0.

Для удобства введем полярные координаты в плоскости (ψ1, ψ2):{
ψ1 = ρ cos δ,
ψ2 = ρ sin δ.

Из уравнений ψ̇1 = 0, ψ̇2 = 0 получаем условия на ρ̇, δ̇:{
ρ̇ = 0,
δ̇ = 0.

Таким образом, система уравнений (8) принимает вид:

(9)


ẋ = ρ cos δ cos2 θ + ρ sin δ sin θ cos θ,
ẏ = ρ cos δ sin θ cos θ + ρ sin δ sin2 θ,

θ̈ = (ρ cos δ cos θ + ρ sin δ sin θ)(ρ cos δ sin θ − ρ sin δ cos θ),
ρ̇ = δ̇ = 0.

Рассмотрим отдельно уравнение для θ̈:

θ̈ = (ρ cos δ cos θ + ρ sin δ sin θ)(ρ cos δ sin θ − ρ sin δ cos θ) =

= ρ2 cos(θ − δ) sin(θ − δ) =
1
2
ρ2 sin(2θ − 2δ),

2θ̈ = ρ2 sin(2θ − 2δ).

Сделаем замену γ = 2θ− 2δ+ π. Тогда γ̈ = 2θ̈, и получаем уравнение
маятника:

γ̈ = −ρ2 sin γ,

то есть: 
d γ

d t
= c,

d c

d t
= −ρ2 sin γ.
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В случае ρ 6= 0 сделаем замену
c

ρ
= d, ρt = s, и обозначая через ′

производную по s, получаем:

(10)
{
γ′ = d,
d′ = − sin γ.

то есть стандартное уравнение маятника:

γ′′ = − sin γ.

Функция E =
d2

2
− cos γ есть энергия маятника.

dE

ds
= d(− sin γ) + sin γd = 0,

поэтому E есть первый интеграл. Очевидно, что E ∈ [−1,+∞).
Для того чтобы проинтегрировать систему (9), воспользуемся эл-

липтическими координатами в фазовом пространстве маятника (10),
введенными в работе [3].

6.1. Случай E ∈ (−1, 1).

Рассмотрим отображение (γ, d)→ (k, ϕ), такое что:

(11)



sin
γ

2
= k snϕ,

cos
γ

2
= dnϕ,

d

2
= k cnϕ,

k =

√
1 + E

2
=

√
d2

4
+ sin2 γ

2
, k ∈ (0, 1).

Здесь и далее используются эллиптические функции Якоби sn (φ, k),
cn (φ, k), dn (φ, k), E (φ, k), см. [4].

Непосредственное дифференцирование показывает, что система
(10) при применении к ней отображения (γ, d) → (k, ϕ) с условиями
(11) принимает вид:

k′ = 0, ϕ′ = 1,

поэтому: {
k = const,
ϕ = ϕ0 + s = ϕ0 + ρt.
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Используя равенства (11), получаем:

k snϕ = sin
γ

2
= sin(θ − δ +

π

2
) = cos(θ − δ),

dnϕ = cos
γ

2
= cos(θ − δ +

π

2
) = − sin(θ − δ),

откуда: {
cos θ = cos(θ − δ + δ) = k snϕ cos δ + dnϕ sin δ,
sin θ = sin(θ − δ + δ) = −dnϕ cos δ + k snϕ sin δ.

Подставим получившиеся значения для cos θ, sin θ в систему (9):
cos θ = k snϕ cos δ + dnϕ sin δ,
sin θ = −dnϕ cos δ + k snϕ sin δ,
ẋ = ρ cos δ − ρdn2 ϕ cos δ + ρk snϕ dnϕ sin δ,
ẏ = ρ sin δ − ρk snϕ dnϕ cos δ − ρdn2 ϕ sin δ,
ρ̇ = δ̇ = 0.

Из начальных условий следует, что (cos θ, sin θ) = (1, 0), поэтому
sin δ = dnϕ0, cos δ = k snϕ0.

Итак, в случае ψ0 6= 0 и E ∈ (−1, 1) система (9) эквивалентна
следующей:

ẋ = ρ cos δ − ρdn2 ϕ cos δ + ρk snϕ dnϕ sin δ,
ẏ = ρ sin δ − ρk snϕ dnϕ cos δ − ρdn2 ϕ sin δ,
cos θ = k snϕ cos δ + dnϕ sin δ,
sin θ = −dnϕ cos δ + k snϕ sin δ,
ϕ0 = const, k = const, ρ = const,
cos δ = k snϕ0, sin δ = dnϕ0,
ϕ = ϕ0 + ρt.

Проинтегрировав эту систему, получаем, что экстремальные траек-
тории (x, y, θ) выражаются формулами:

x = ρtk snϕ0−
−k [E(ϕ0 + ρt)− E(ϕ0)] snϕ0 − k [cn(ϕ0 + ρt)− cnϕ0] dnϕ0,
y = ρtdnϕ0+
+k2 [cn(ϕ0 + ρt)− cnϕ0] snϕ0 − [E(ϕ0 + ρt)− E(ϕ0)] dnϕ0,
cos θ = k sn (ϕ0 + ρt) k snϕ0 + dn (ϕ0 + ρt) dnϕ0,
sin θ = −dn (ϕ0 + ρt) k snϕ0 + k sn (ϕ0 + ρt) dnϕ0,
ϕ0 = const, ρ = const, k = const .

На рисунках 2 и 3 изображены экстремальные траектории (x, y)
в случае E ∈ (−1, 1) при разных значений ρ, k, ϕ0.
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Рис. 2. ρ = 1,
k = 0.1, ϕ0 = 0

Рис. 3. ρ = 1,
k > 0.9, ϕ0 = 0

6.2. Случай E > 1.

В этом случае эллиптические координаты задаются отображени-
ем (γ, d)→ (k, ϕ), таким что:

(12)



sin
γ

2
= ± sn

ϕ

k
,

cos
γ

2
= cn

ϕ

k
,

d

2
= ±1

k
dn

ϕ

k
,

k =
1√

1 + E

2

=
1√

d2

4
+ sin2 γ

2

, k ∈ (0, 1).

Аналогично пункту 6.1, получаем:

k′ = 0, ϕ′ = 1,

то есть: {
k = const,
ϕ = ϕ0 + s = ϕ0 + ρt.

Из формул (12) следует, что:

sn
ϕ

k
= ± sin

γ

2
= ± sin(θ − δ +

π

2
) = ± cos(θ − δ),

cn
ϕ

k
= cos

γ

2
= cos(θ − δ +

π

2
) = − sin(θ − δ),

откуда находим cos θ, sin θ: cos θ = ± sn
ϕ

k
cos δ + cn

ϕ

k
sin δ,

sin θ = − cn
ϕ

k
cos δ ± sn

ϕ

k
sin δ.
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Подставим получившиеся значения для cos θ, sin θ в систему (9)

cos θ = ± sn
ϕ

k
cos δ + cn

ϕ

k
sin δ,

sin θ = − cn
ϕ

k
cos δ ± sn

ϕ

k
sin δ,

ẋ = ρ sn2 ϕ

k
cos δ ± ρ cn

ϕ

k
sn
ϕ

k
sin δ,

ẏ = ∓ρ cn
ϕ

k
sn
ϕ

k
cos δ + ρ sn2 ϕ

k
sin δ,

ρ̇ = δ̇ = 0.

Из начальных условий следует, что (cos θ, sin θ) = (1, 0), поэтому
sin δ = cn

ϕ0

k
, cos δ = ± sn

ϕ0

k
.

Итак, в случае ψ0 6= 0 и E > 1 система (9) эквивалентна следую-
щей: 

ẋ = ρ sn2 ϕ

k
cos δ ± ρ cn

ϕ

k
sn
ϕ

k
sin δ,

ẏ = ∓ρ cn
ϕ

k
sn
ϕ

k
cos δ + ρ sn2 ϕ

k
sin δ,

cos θ = ± sn
ϕ

k
cos δ + cn

ϕ

k
sin δ,

sin θ = − cn
ϕ

k
cos δ ± sn

ϕ

k
sin δ,

ϕ0 = const, k = const, ρ = const,
cos δ = ± sn

ϕ0

k
, sin δ = cn

ϕ0

k
,

ϕ = ϕ0 + ρt.

Проинтегрировав эту систему, получаем, что (x, y, θ) выражаются
формулами:

x = ±1
k

[
dn

ϕ0

k
− dn

(
ϕ0 + ρt

k

)]
cn
ϕ0

k
±

± 1
k2

[
ρt+ k

(
E

(ϕ0

k

)
− E

(
ϕ0 + ρt

k

))]
sn
ϕ0

k
,

y =
1
k2

[
ρt+ k

(
E

(ϕ0

k

)
− E

(
ϕ0 + ρt

k

))]
cn
ϕ0

k
+

+
1
k

[
dn

(
ϕ0 + ρt

k

)
− dn

ϕ0

k

]
sn
ϕ0

k
,

cos θ = sn
ϕ0 + ρt

k
sn
ϕ0

k
+ cn

ϕ0 + ρt

k
cn
ϕ0

k
,

sin θ = ∓ cn
ϕ0 + ρt

k
sn
ϕ0

k
± sn

ϕ0 + ρt

k
cn
ϕ0

k
,

ϕ0 = const, k = const, ρ = const .
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Рис. 4. ρ = 1, k = 0.1, ϕ0 = 0

На рисунке 4 изображены экстремальные траектории (x, y) в слу-
чае E > 1 при ρ = 1, k = 0.1, ϕ0 = 0.

6.3. Случай E = 1.

6.3.1. d 6= 0

Рассмотрим отображение (γ, d)→ (k, ϕ), такое что:

(13)



sin
γ

2
= thϕ,

cos
γ

2
=

1
chϕ

,

d

2
=

1
chϕ

,

k = 1.

Легко видеть, что ϕ′ = 1, поэтому:{
k = 1,
ϕ = ϕ0 + s = ϕ0 + ρt.

Аналогично пунктам 6.1 и 6.2, найдем cos θ, sin θ:
cos θ = thϕ cos δ +

1
chϕ

sin δ,

sin θ = − 1
chϕ

cos δ + thϕ sin δ.

Из начальных условий следует, что (cos θ, sin θ) = (1, 0), поэтому

sin δ =
1

chϕ 0

, cos δ = thϕ0.
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Рис. 5. Кривая (x, y) при E = 1 в окрестности нуля

Подставляем значения cos θ, sin θ, cos δ, sin δ в систему (9):
ẋ =

1
2
ρ [2− ch ρt+ ch(2ϕ0 + ρt)]

1
chϕ 0

1
ch(ϕ0 + ρt)

th(ϕ0 + ρt),

ẏ = 2ρ ch
(
φ0 +

ρt

2

)
1

chϕ 0

1
ch(ϕ0 + ρt)

sh
ρt

2
th(ϕ0 + ρt),

ϕ0 = const, ρ = const .

Проинтегрировав с учетом начальных условий, получаем:

x =
1

ch2 ϕ0

− 1
chϕ 0

[
−ρt shϕ0 +

1
ch(ϕ0 + ρt)

(1 + sh(ρt) thϕ0)
]
,

y =
1

chϕ 0

[
ρt+

1
ch(ϕ0 + ρt)

shϕ0 − th(ϕ0 + ρt)
]
,

cos θ = th (ϕ0 + ρt) thϕ0 +
1

ch (ϕ0 + ρt)
1

chϕ 0

,

sin θ = − 1
ch (ϕ0 + ρt)

thϕ0 + th (ϕ0 + ρt)
1

chϕ 0

,

ρ = const, ϕ0 = const .

На рисунках 5 и 6 изображена траектория (x, y) при ρ = 1, ϕ0 =
0 с разными временными отрезками в случае E = 1. На рисунке
5 представлено локальное поведение экстремальной кривой вблизи
нуля. На рисунке 6 –– глобальное поведение этой же кривой.

6.3.2. d = 0

Из того что d = 0, получаем, что:

E = − cos γ, θ = δ.
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Рис. 6. Кривая (x, y) при E = 1: общее поведение

Из начального условия θ = 0 следует:{
cos θ = cos δ = 1,
sin θ = sin δ = 0.

Подставим значения cos θ, sin θ, cos δ, sin δ в систему (9) и проинтегри-
руем с учетом начальных условий (x, y)(0) = (0, 0):

x = ρt,
y = 0,
θ = 0,
ρ = const .

Итак, в случае E = 1, d = 0 экстремальные траектории представ-
ляются в виде (x, y, θ)(t) = (ρt, 0, 0), где ρ = const.

6.4. Случай E = −1

Из условия E = −1 получаем, что d = 0, γ = 0, поэтому θ =
= δ− π

2
. Из начальных условий (θ, x, y)(0) = (0, 0, 0) следует, что δ =

=
π

2
. Мы получили θ(t) = 0. Подставляем значения cos θ, sin θ, cos δ,

sin δ в систему (9): {
ẋ = 0,
ẏ = 0.

Проинтегрировав эту систему с учетом начальных условий, по-
лучаем, что решением будет стационарная точка (x, y, θ)(t) = (0, 0, 0).
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6.5. Случай ρ = 0

В этом случае система (9) принимает вид:
ẋ = 0,
ẏ = 0,
θ̈ = 0.

Проинтегрировав с учетом начальных условий, получаем при v0 =
= ψ3(0) (x, y, θ)(t) = (0, 0, v0t).

7. Численная проверка точек самопересечения траекторий

В работе И. Моисеева и Ю. Л. Сачкова [5] были получены време-
на t пересечения экстремальных траекторий исследуемой задачи для
разных значений энергии маятника. В данной работе была сделана
численная проверка времени в системе Mathematica [6]. Для этого
были построены семейства экстремальных траекторий за время t−ε,
t и t+ε. Таким образом, было наглядно показано что в момент t про-
исходит самопересечение траекторий, то есть после момента времени
t траектории не могут быть оптимальными.

На рисунках 7 и 8 изображены семейства экстремальных траек-
торий за время t−ε и t для случая E ∈ (−1, 1). На рисунках 9 и 10––
семейства экстремальных траекторий для случая E > 1.

8. Выводы

В данной работе была рассмотрена субриманова задача на груп-
пе движений плоскости, доказана управляемость соответствующей
управляемой системы, найдены все экстремальные траектории в этой
задаче оптимального управления, проведена численная проверка то-
чек пересечения экстремальных траекторий, полученных в работе [5].
Осталось найти оптимальное управление для поставленной задачи.
Для этого нужно для каждой конечной точки q1 ∈ M найти опти-
мальную траекторию, соединяющую начальную точку q0 = (0, 0, 0)
с точкой q1. Для решения этой задачи в настоящее время создается
программа в системе Mathematica [6].
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Рис. 7. t = t−
−ε, E ∈ (−1, 1)
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Рис. 8. t = t,
E ∈ (−1, 1)
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Рис. 9. t = t−
−ε, E > 1
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Рис. 10. t = t,
E > 1
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