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Аннотация. Рассмотрена задача о степени устойчивости матрицы. Пока-
зано, что ее решение сводится к решению линейного неравенства.

1. Введение

В теории управления часто бывает важным выяснить степень
устойчивости линейных систем дифференциальных уравнений ([1])

ẋ = Ax, x ∈ Rn.

Эта задача сводится к определению степени устойчивости матри-
цы A, т.е. к вычислению

µ = −max
i

Re(λi(A)),

где λi(A) — собственные значения матрицы A, i = 1, n.
Имеется множество работ, в которых решается задача об опреде-

лении максимальной степени устойчивости. Нельзя не отметить мно-
жество работ по этой тематике А.М. Шубладзе и его учеников (см.
статью [2] и библиографию в ней). Стандартный способ исследования
связан с вычислением определителей из критерия Рауса-Гурвица, ча-
стотных критериев типа Михайлова или Найквиста или же их комби-
нацией. Сложность решения задачи с помощью этих критериев свя-
зана с тем, что в такой формулировке задача является минимаксной.
В результате имеется множество работ, в которых рассматриваются
многочисленные частные случаи при небольшом порядке матриц.

В работе предложен способ, сводящий задачу об определении сте-
пени устойчивости для произвольной матрицы к решению линейного
неравенства.
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2. Постановка задачи

Пусть дана матрица A, у которой действительные части собствен-
ных чисел отрицательны (например, такой матрицей может быть
отрицательно определенная матрица). Необходимо найти ее степень
устойчивости, т.е. µ = −max

i
Re(λi(A)), где λi — собственные значе-

ния матрицы A, i = 1, n.
Доказана следующая теорема.

Теорема 2.1. Число µ меньше степени устойчивости матри-
цы A, у которой Re(λi(A)) < 0, i = 1, n, если для положительно
определенной симметрической матрицы X матрица

B = ATX +XA+ 2µX (∗)

отрицательно определена.

Доказательство. Пусть λ0 — некоторое собственное значение
матрицы A, x0 — соответствующий ему собственный вектор. Рассмот-
рим выражение xT0 Bx0:

xT0 A
TXx0 + xT0 XAx0 + 2µxT0 Xx0 =

= λ0x
T
0 Xx0 + λ0x

T
0 Xx0 + 2µxT0 Xx0 =

= 2(Reλ0 + µ)xT0 Xx0.

Так как матрица X положительно определена, т.е. xTXx > 0 для
всех x 6= 0, то это выражение является неположительным, если µ 6
|Reλ0|, в силу произвольности выбора λ0, x0. �

Эта теорема позволяет конструктивно находить оценку границы
устойчивости матрицы. Подставим в (∗) произвольную положитель-
но определенную матрицу X. Для определения µ необходимо решить
неравенства, возникающие из критерия Сильвестра [3].

3. Примеры

Рассмотрим применимость доказанной теоремы на матрицах по-
рядка 2.

Пример 1. Рассмотрим матрицу

A =
(
−1 0
0 −2

)
.
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Вычислим X =
∞∫
0

eA
T teAt dt:

X =

∞∫
0

(
e−2t 0

0 e−4t

)
·
(
e−2t 0

0 e−4t

)
dt =

(
1/2 0
0 1/4

)
.

Эта матрица положительно определена.
Теперь вычислим ATX +XA+ 2µX:

ATX +XA+ 2µX =
(
−1 0
0 −2

)
·
(

1/2 0
0 1/4

)
+

+
(

1/2 0
0 1/4

)
·
(
−1 0
0 −2

)
+ 2µ

(
1/2 0
0 1/4

)
=

=
(
µ− 1 0

0 µ
2 − 1

)
.

Чтобы эта матрица была отрицательно определена, необходимо, что-
бы µ < 1.

Оценка, полученная с помощью доказанной теоремы, является
точной, поскольку

−max
i

Re(λi(A)) = −max{−1,−2} = 1.

Пример 2. Рассмотрим матрицы

A =
(
−2 1
0 −2

)
и

X =
(

1 0
0 1

)
.

Выражение B = ATX +XA+ 2µX равно

B =
(

2µ− 4 −1
−1 2µ− 4

)
.

Эта матрица устойчива, если µ 6 3
2 . Данный пример иллюстриру-

ет, что произвольный выбор матрицы X может привести к довольно
грубым оценкам. Если бы мы, как в прошлый раз, использовали мат-
рицу

X =

∞∫
0

eA
T teAt dt,
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то получили бы более точную оценку: µ 6 16
9 . Заметим, что точная

граница в данном случае равна 2.
Пример 3. В задачах теории управления часто бывает необходимо

выбрать такой параметр в матрице, чтобы она имела максимальную
степень устойчивости. Рассмотрим матрицу

A =
(
−1 sinϕ

sinϕ −1

)
,

в которой ϕ является параметром.

Рассмотрим матрицу X =
∞∫
0

eA
T teAt dt. Заметим, что

eAt = eA
T t =

(
e−t 0
0 e−t

)
·
(

ch(t sinϕ) sh(t sinϕ)
sh(t sinϕ) ch(t sinϕ)

)
.

Проводя вычисления, получаем

X =

(
1

cos2 ϕ
sinϕ
cos2 ϕ

sinϕ
cos2 ϕ

1
cos2 ϕ

)
.

Таким образом, для определения степени устойчивости нам необ-
ходимо исследовать на неположительную определенность матрицу(

µ− cos2 ϕ sinϕ
sinϕ µ− cos2 ϕ

)
.

Получаем, что степень устойчивости матрицы не меньше 1, причем
это значение достигается при ϕ = πn, n ∈ Z.

Покажем, что полученная оценка является точной. Собственные
значения рассматриваемой матрицы равны

λ1,2 = −1± sinϕ.

Нетрудно видеть, что максимальная степень устойчивости, равная 1,
достигается при ϕ = πn, n ∈ Z.

4. Результаты

(1) Доказана теорема, позволяющая свести задачу об опреде-
лении степени устойчивости матрицы к решению линейного
неравенства.

(2) Рассмотрены иллюстрирующие эту теорему примеры.
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5. Выводы

В работе задача о нахождении оценки для степени устойчиво-
сти матрицы сведена к проверке условий критерия Сильвестра. Это
позволяет эффективно находить границу устойчивости матрицы.
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Abstract. The problem of the degree of stability of the matrix array has been analyzed.
It has been established that its solution is amounted to the solution of a linear inequality.
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