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Аннотация. В работе рассмотрена модель химического взаимодействия
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1. Введение

В работе Кащенко С.А. и Майорова В.В. [1] была предложена
модель биологического нейрона, основанная на следующем диффе-
ренциальном уравнении с запаздыванием, описывающем динамику
мембранного потенциала u(t):

u̇(t) = λ [fK(u(t− 1))− fNa(u(t))− 1]u(t).(1)

Здесь λ — скоростной параметр, fNa(u), fK(u) — функции, описы-
вают проводимости натриевых и калиевых ионных каналов, причем
калиевая проводимость запаздывает по времени, а величина задерж-
ки (длительность восходящего участка спайка) принята за единицу
времени. Если пресинаптический нейрон с мембранным потенциалом
v(t) воздействует на постсинаптический нейрон с мембранным по-
тенциалом u(t) посредством химического синапса, то уравнение для
мембранного потенциала нейрона-приемника принимает следующий
вид [1]:

u̇ = λ [−1− fNa(u) + fK(u(t− 1)) + χ[u, v](t)]u.(2)

Здесь χ[u, v](t) — функционал, описывающий синаптическое воздей-
ствие. Интервал времени между началом внешнего воздействия и мо-
ментом начала индуцированного спайка называется латентным пе-
риодом реакции нейрона. В [3] для латентного периода импульсного
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нейрона 2 получена асимптотическая оценка, имеющая нулевой по-
рядок точности по величине, обратной к значению большого пара-
метра. В работе [2] для изолированного импульсного нейрона 1 по-
лучена асимптотическая оценка периода решения, имеющая первый
порядок точности. В настоящей работе аналитическая техника рабо-
ты [2] применяется для получения асимптотической оценки первого
порядка точности для латентного периода нейрона.

2. Динамика изолированного нейрона

Для динамики изолированного нейрона сформулирована следу-
ющая теорема [2], дающая асимптотическую оценку первого порядка
точности для периода решения.

Теорема 1. Пусть дважды непрерывно дифференцируемые по-
ложительные функции fNa(u) и fK(u) монотонно убывают и при
u → ∞ стремятся к нулю быстрее, чем O(u−1), т.е. найдется
такое ε > 0, что при u → ∞ выполнены соотношения fNa(u) =

O(u−1−ε); fK(u) = O(u−1−ε). Пусть также выполнены соотноше-
ния f ′Na(0) = f ′K(0) = 0 и

α = fK(0)− fNa(0)− 1 > 0,

с начальной функцией ϕ ∈ S′, где

S′ =
{
ϕ ∈ C[−1, 0] : λ−1 exp(2λαs) 6 ϕ(s) 6 λ−1 exp(λαs/2)

}
,

Тогда для периода T2 решения u(t) уравнения справедливо асимп-
тотическое представление T2 = T21 + o(λ−1), где T21 = T20 + ΔT2;
T20 = 2 + α1 + α2/α и

ΔT2 =
1

λ

∫ ∞
0

[
fK(u)− α1

α1 − fNa(u)
+

1

α
· α− fK(u)
1 + fNa(u)

]
du

u
.

Начало и окончание спайка будем связывать с моментами време-
ни, когда мембранный потенциал пересекает значение λ−1 соответ-
ственно с положительной и отрицательной скоростью. Следующая
лемма дает асимптотическое выражение для длительности спайка:
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Лемма 1. В предположениях теоремы 1 для длительности
спайка T1 при λ → ∞ имеют место следующие асимптотические
формулы: T1 = T11 + o(λ−1), где T11 = T10 +ΔT1; T10 = 1 + α1 и

ΔT1 =
lnλ

λ
(α−1 + α−12 )− λ−1

∫ 1

0

fNa(u)− fNa(0)

α2[1 + fNa(u)]

du

u
+

+ λ−1
∫ 1

0

[fK(u)− fK(0)]α+ [fNa(u)− fNa(0)]

α[α1 − fNa(u)]

du

u
+

+

∫ ∞
1

fK(u) + fNa(u)[fK(u)− fK(0)]
[α1 − fNa(u)][1 + fNa(u)]

du

u
.

3. Модель синаптического взаимодействия

Рассмотрим уравнение 2, и будем считать, что в уравнении функ-
ции fNa(u), fK(u) и параметр α удовлетворяют условиям теоремы 1,
а функционал χ[u, v] имеет следующий вид:

χ[u, v](t) = αgΘ(v − λ−1)Θ(λ−1 − u)Θ(λ−1 − u(t− 1))Θ(u− u∗).

Здесь параметр g имеет смысл синаптического веса и определяет
эффективность синапса, а множитель α является нормировочным.
Остальные множители гарантируют невосприимчивость постсинап-
тического нейрона от времени начала спайка до момента времени,
когда потенциал достигнет порогового значения u∗, а также гаранти-
руют, что взаимодействие будет происходить только во время спайка
пресинаптического нейрона. Также будем считать, что пороговое зна-
чение u∗ согласовано с параметром λ:

u∗ = λ−1 exp(−λp), 0 < p < α2 − ε,(3)

где ε — некоторое малое положительное число. Условие p > 0 гаран-
тирует выполненность неравенства u∗ < λ−1, а условие p < α2 − ε
гарантирует, что выполнено неравенство u∗ > umin.

4. Построение асимптотики

Пусть uv(t, ϕ) — решение уравнения 2 для начальной функции
ϕ ∈ S′. Обозначим через TR момент времени, когда функция uv(t, ϕ)
пересекает с положительной скоростью пороговое значение:

u∗ = λ−1 exp(−λp).
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Продолжительность рефрактерного периода TR определяется из
уравнения u(TR) = u∗:

TR = T21 −
p

α
.

Задержка возникновения индуцированного спайка определяется ве-
личиной Q(tv, g) = ts − tv, где ts — момент начала индуцированно-
го спайка, а tv — момент начала синаптического воздействия, т.е.
tv = min{t > 0 : v(t) > λ−1}. Длительность воздействия равна
продолжительности спайка T1 воздействующего нейрона. Будем рас-
сматривать возбуждающее воздействие, т.е. g > 0.

Теорема 2. Асимптотическая оценка Q̃(tv, g) точности o(λ−1)
для величины Q(tv, g) зависит от знака функции

ρ(g) = T21 − TR − T11(1 + g).

При ρ(g) > 0 имеют место формулы:

Q̃(tv, g) = T21 − tv, tv ∈ [0, TR − T11],

Q̃(tv, g) = T21 − tv − g(tv + T11 − TR), tv ∈ [TR − T11, TR],

Q̃(tv, g) = T21 − tv − gT11, tv ∈ [TR, TR + ρ(g)],

Q̃(tv, g) = (T21 − tv)/(1 + g), tv ∈ [TR + ρ(g), T21],

а при ρ(g) < 0 формулы принимают вид:

Q̃(tv, g) = T21 − tv, tv ∈ [0, TR − T11],

Q̃(tv, g) = T21 − tv − g(tv + T11 − TR), tv ∈ [TR − T11, TR + ρ1(g)],

Q̃(tv, g) = (T21 + gTR)/(1 + g)− tv, tv ∈ [TR + ρ1(g), TR],

Q̃(tv, g) = (T21 − tv)/(1 + g), tv ∈ [TR, T21],

где ρ1(g) = ρ(g)/(1 + g).

Точность полученных оценок была проверена экспериментально
на модели нейрона для различных значениях параметра tv. Для срав-
нения качества получаемых оценок вычислялось значение величины
Δk = maxtv |Q̃k(tv, g)− Q̃n(tv, g)| для k = 0, 1. В таблице 1 приведены
результаты моделирования для некоторых значений параметра λ. Из
таблицы видно, что уже при не слишком больших λ полученная в
теореме 2 оценка первого приближения для латентного периода ока-
зывается существенно точнее оценки нулевого приближения.
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ρ(g) < 0 ρ(g) > 0

λ Δ0 Δ1 Δ0 Δ1

3.0 2.57 0.25 3.65 0.6

6.0 1.88 0.07 2.77 0.1

12.0 1.21 0.06 1.79 0.06
Таблица 1. Погрешности оценок нулевого и первого
приближения для латентного периода нейрона при раз-
личных значениях параметра λ
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Abstract. We consider a model of chemical interaction of spiking neurons described by
differential-difference equation. For delay of induced spike (latent period) we have proposed
a new first-order asymptotical estimation.
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