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Решения без кручения уравнений двумерного
адиабатического движения газа

Аннотация. Работа посвящена нахождению решений системы
уравнений двумерного адиабатического движения газа.
Как известно, на всяком решение этой системы естественным образом
определена линейная связность. В работе найдено семейство решений
линейная связность, которых имеет нулевой тензор кручений.
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1. Введение

Двумерное адиабатическое движение газа описывается следующей
системой уравнений в частных производных⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

𝑣1𝑡 + 𝑣1𝑣1𝑥 + 𝑣2𝑣1𝑦 + 𝑝𝑥/𝜌 = 0,

𝑣2𝑡 + 𝑣1𝑣2𝑥 + 𝑣2𝑣2𝑦 + 𝑝𝑦/𝜌 = 0,

𝜌𝑡 + 𝑣1𝜌𝑥 + 𝑣2𝜌𝑦 + 𝜌(𝑣1𝑥 + 𝑣2𝑦) = 0,

𝑝𝑡 + 𝑣1𝑝𝑥 + 𝑣2𝑝𝑦 +𝐴(𝜌, 𝑝)(𝑣1𝑥 + 𝑣2𝑦) = 0,

(1)

где
(︀
𝑣1(𝑡, 𝑥, 𝑦), 𝑣2(𝑡, 𝑥, 𝑦)

)︀
, 𝜌(𝑡, 𝑥, 𝑦) и 𝑝(𝑡, 𝑥, 𝑦) - соответственно ско-

рость, плотность и давление газа в точке (𝑥, 𝑦) в момент времени
𝑡.

Течение газа называется политропным, см. [1] , если

𝐴(𝜌, 𝑝) = 𝛾𝑝,

где 𝛾 положительная константа.
В работе [2] показано, что на графике произвольного решения(︀

𝑣1(𝑡, 𝑥, 𝑦), 𝑣2(𝑡, 𝑥, 𝑦), 𝜌(𝑡, 𝑥, 𝑦), 𝑝(𝑡, 𝑥, 𝑦)
)︀

этой системы естественным образом определена линейная связность,
тензор кручения которой, вообще говоря, не равен нулю.

c○ А. С. Любавин, 2015
c○ УГП имени А. К. Айламазяна, 2015
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В этой же работе показано, что условие равенства нулю тензора
кручения эквивалентно следующей системе уравнений:

𝑣1𝑥 − 𝑣2𝑦 = 0, 𝑣1𝑦 − 𝑣2𝑥 = 0.(2)

Заметим, что эта система является системой уравнений Коши-
Римана. Следовательно, в случае равенства нулю тензора кручения
скорость 𝑣 = (𝑣1, 𝑣2) является комплексно-аналитической функцией
от 𝑧 = 𝑥+ 𝑖𝑦:

𝑣 = 𝑓(𝑧), 𝑣 = 𝑣1 + 𝑖𝑣2, 𝑧 = 𝑥+ 𝑖𝑦.

Таким образом, решения с нулевым тензором кручения являются
решениями совместной системы (1) и (2).

В работе [3] для случая политропного течения газа получены
явные решения, тензор кручения, которых равен нулю.

В настоящей работе для случая политропного течения газа мы
находим новые явные решения с нулевым тензором кручения.

2. Вычисление решений

Решаем совместно системы (2) и (1).
Будем искать решение 𝑣 системы (2), в виде линейной функции

от 𝑧 (которая является решением уравнений Коши-Римана), т.е.

𝑣 = 𝜆(𝑡)𝑧 + 𝜇(𝑡),

где 𝜆(𝑡) = 𝑎(𝑡) + 𝑖𝑏(𝑡) и 𝜇(𝑡) = 𝑐(𝑡) + 𝑖𝑑(𝑡). Откуда следует, что

𝑣1 = 𝑎(𝑡)𝑥− 𝑏(𝑡)𝑦 + 𝑐(𝑡),

𝑣2 = 𝑏(𝑡)𝑥+ 𝑎(𝑡)𝑦 + 𝑑(𝑡).

Подставляя эти выражения для 𝑣1 и 𝑣2 в третье уравнение системы
(1), получим:

𝜌𝑡 +
(︀
𝑎(𝑡)𝑥− 𝑏(𝑡)𝑦 + 𝑐(𝑡)

)︀
𝜌𝑥 +

(︀
𝑏(𝑡)𝑥+ 𝑎(𝑡)𝑦 + 𝑑(𝑡)

)︀
𝜌𝑦 + 2𝑎𝜌 = 0.

Для решения этого уравнения, используем метод характеристик. Со-
ставим характеристическую систему:

𝑑𝑡

𝑑𝜏
= 1,

𝑑𝑥

𝑑𝜏
= 𝑎𝑥− 𝑏𝑦 + 𝑐,

𝑑𝑦

𝑑𝜏
= 𝑏𝑥+ 𝑎𝑦 + 𝑑,

𝑑𝜌

𝑑𝜏
= −2𝑎𝜌.

Исходя из первого уравнения видим, что характеристическая система
преобразуется к виду:
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𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑎𝑥− 𝑏𝑦 + 𝑐,

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑏𝑥+ 𝑎𝑦 + 𝑑,

𝑑𝜌

𝑑𝑡
= −2𝑎𝜌.(3)

Решаем третье уравнение:

𝑑𝜌

𝜌
= −2𝑎𝑑𝑡, 𝑙𝑛|𝜌| = −2

∫︁
𝑎(𝑡)𝑑𝑡.

Положим

𝛼(𝑡) =

∫︁
𝑎(𝑡)𝑑𝑡.

Тогда 𝑙𝑛|𝜌| = −2𝛼(𝑡), откуда

𝜌 = 𝐾1𝑒
−2𝛼(𝑡).

Аналогично из четвертого уравнения системы (1) получаем

𝑝 = 𝐾2𝑒
−2𝛾𝛼(𝑡).

Теперь решаем первые два уравнения системы (3). Их можно перепи-
сать в виде:

�̇� = 𝜆𝑧 + 𝜇.

Методом вариации постоянной получаем:

�̇� = 𝜆𝑧 ⇒ 𝑧 = (𝐶1 + 𝑖𝐶2)𝑒
∫︀
𝜆𝑑𝑡 = (𝐶1 + 𝑖𝐶2)𝑒

𝛼(𝑡)+𝑖𝛽(𝑡),

где 𝛽 =
∫︀
𝑏(𝑡)𝑑𝑡. Откуда

( ˙̃𝐶1 + 𝑖 ˙̃𝐶2)𝑒
𝛼(𝑡)+𝑖𝛽(𝑡) = 𝜇 ⇒ ˙̃𝐶1 + 𝑖 ˙̃𝐶2 = (𝑐+ 𝑖𝑑)𝑒−𝛼(𝑡)−𝑖𝛽(𝑡) ⇒

𝐶1 + 𝑖𝐶2 =

∫︁
(𝑐+ 𝑖𝑑)𝑒−𝛼(𝑡)−𝑖𝛽(𝑡)𝑑𝑡

=

∫︁
𝑒−𝛼(𝑐 cos(𝛽) + 𝑑 sin(𝛽))𝑑𝑡

+ 𝑖

∫︁
𝑒−𝛼(−𝑐 sin(𝛽) + 𝑑 cos(𝛽))𝑑𝑡+ 𝐶1 + 𝑖𝐶2.

Таким образом,

𝑧 = 𝑒𝛼+𝑖𝛽
(︀∫︁

(𝑐+ 𝑖𝑑)𝑒−(𝛼+𝑖𝛽)𝑑𝑡+ 𝐶1 + 𝑖𝐶2

)︀
.
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Отсюда мы получаем два первых интеграла:

𝐼1 = 𝑥𝑒−𝛼 cos𝛽 + 𝑦𝑒−𝛼 sin𝛽 −
∫︁

𝑒−𝛼
(︀
𝑐 cos(𝛽) + 𝑑 sin(𝛽)

)︀
𝑑𝑡,

𝐼2 = −𝑥𝑒−𝛼 sin𝛽 + 𝑦𝑒−𝛼 cos𝛽 −
∫︁

𝑒−𝛼
(︀
−𝑐 sin(𝛽) + 𝑑 cos(𝛽)

)︀
𝑑𝑡.

Теперь искомые компоненты решения 𝜌 и 𝑝 можно представить в виде:

𝜌 = 𝑒−2𝛼(𝑡)𝐹 (𝐼1, 𝐼2), 𝑝 = 𝑒−2𝛾𝛼(𝑡)𝐺(𝐼1, 𝐼2),

где 𝐹 и 𝐺 произвольные гладкие функции от двух переменных.
Положим, что

𝐹 = (𝐼1 + 𝐼2)
𝑛−1, 𝐺 = (𝐼1 + 𝐼2)

𝑛.

Теперь, два первых уравнения системы (1) переписываются в виде:

�̇�𝑥− �̇�𝑦 + �̇�+ (𝑎𝑥− 𝑏𝑦 + 𝑐)𝑎+ (𝑏𝑥+ 𝑎𝑦 + 𝑑)(−𝑏)

+𝑒2𝛼(1−𝛾)𝑛𝑒−𝛼(cos𝛽 − sin𝛽) = 0,

�̇�𝑥+ �̇�𝑦 + 𝑑+ (𝑎𝑥− 𝑏𝑦 + 𝑐)𝑏+ (𝑏𝑥+ 𝑎𝑦 + 𝑑)𝑎

+𝑒2𝛼(1−𝛾)𝑛𝑒−𝛼(cos𝛽 + sin𝛽) = 0.

Рассматривая эти уравнения как многочлены от 𝑥 и 𝑦 получим следу-
ющие соотношения:

�̇�+ 𝑎2 − 𝑏2 = 0,

�̇�+ 2𝑎𝑏 = 0,

�̇�+ 𝑎𝑐− 𝑏𝑑+ 𝑛𝑒𝛼(1−2𝛾)(cos𝛽 − sin𝛽) = 0,

𝑑+ 𝑏𝑐− 𝑎𝑑+ 𝑛𝑒𝛼(1−2𝛾)(cos𝛽 + sin𝛽) = 0.

(4)

Из второго соотношения получаем

𝑏 = 𝐾1𝑒
−2𝛼.

Теперь в первом соотношение сделаем замену �̇� = 𝑎 и подставим в
него полученное значение 𝑏:

�̈�+ �̇�2 −𝐾2
1𝑒

−4𝛼 = 0.

Поскольку полученное уравнение не содержит независимое перемен-
ное, то порядок уравнения можно понизить, взяв за новую переменную
𝛼, а за неизвестную функцию �̇� = ℎ(𝛼). В результате получим следу-
ющее уравнение

ℎ′ℎ+ ℎ2 −𝐾2
1𝑒

−4𝛼 = 0.
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Теперь положим 𝑔 = ℎ2

1

2
𝑔′ + 𝑔 −𝐾2

1𝑒
−4𝛼 = 0.

Решая это уравнение методом вариации постоянной получаем

𝑔 = 𝐾2𝑒
−2𝛼 −𝐾2

1𝑒
−4𝛼.

Или, переходя к переменной 𝛼,

�̇�2 = 𝐾2𝑒
−2𝛼 −𝐾2

1𝑒
−4𝛼 ⇒ �̇� = ±𝑒−𝛼

√︁
𝐾2𝑒2𝛼 −𝐾2

1 ⇒

± 𝑑𝑡 =
𝑒2𝛼𝑑𝛼√︀

𝐾2𝑒2𝛼 −𝐾2
1

⇒ 𝑡−𝐾3 = ±
∫︁

𝑒2𝛼𝑑𝛼√︀
𝐾2𝑒2𝛼 −𝐾2

1

.

Положим, что 𝑒2𝛼 = 𝑟, тогда

𝑡−𝐾3 = ±
∫︁

𝑑𝑟

2
√︀
𝑟𝐾2 −𝐾2

1

.

откуда

±
√︁

𝑒2𝛼𝐾2 −𝐾2
1 = (𝑡−𝐾3)𝐾2 ⇒ 𝑒2𝛼 =

(𝑡−𝐾3)
2𝐾2

2 +𝐾2
1

𝐾2

и

𝛼 =
1

2
ln

(︂
(𝑡−𝐾3)

2𝐾2
2 +𝐾2

1

𝐾2

)︂
.

Отсюда получаем

𝑎 =
𝐾2

2 (𝑡−𝐾3)

𝐾2
1 +𝐾2

2 (𝑡−𝐾3)2
, 𝑏 =

𝐾2𝐾1

𝐾2
1 +𝐾2

2 (𝑡−𝐾3)2
,

𝛽 = arctg

(︂
𝐾2(𝑡−𝐾3)

𝐾1

)︂
+ 𝛽0.

Теперь два последних уравнения системы (4) имеют следующий
вид:

�̇�+ 𝑎𝑐− 𝑏𝑑+ 𝑛𝑒𝛼(1−2𝛾)(cos𝛽 − sin𝛽) = 0,

𝑑+ 𝑏𝑐+ 𝑎𝑑+ 𝑛𝑒𝛼(1−2𝛾)(cos𝛽 + sin𝛽) = 0.
(5)

где

𝑒𝛼(1−2𝛾) =

(︂
(𝑡−𝐾3)

2𝐾2
2 +𝐾2

1

𝐾2

)︂(1−2𝛾)/2

.

Положим 𝑧 = 𝑐+ 𝑖𝑑 и 𝜆 = 𝑎+ 𝑖𝑏, тогда уравнения (5) записываются в
виде

�̇� = 𝜆𝑧 + 𝑛𝑒𝛼(1−2𝛾)
(︀
(cos𝛽 − sin𝛽) + 𝑖(cos𝛽 + sin𝛽)

)︀
.
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Методом вариации постоянной получаем:

𝑧 = (�̃�4 + 𝑖�̃�5)𝑒
𝛼+𝑖𝛽 ,

откуда

˙̃𝐾4 + 𝑖 ˙̃𝐾5 = 𝑒𝛼+𝑖𝛽(𝑛𝑒𝛼(1−2𝛾)
(︀
(cos𝛽 − sin𝛽) + 𝑖(cos𝛽 + sin𝛽)

)︀
= 𝑛𝑒−2𝛼𝛾(1 + 𝑖) =

𝑛𝐾2(1 + 𝑖)

((𝑡−𝐾3)2𝐾2
2 +𝐾2

1 )
𝛾

и, следовательно,

𝐾4 = 𝑛𝐾2

∫︁
𝑑𝑡

((𝑡−𝐾3)2𝐾2
2 +𝐾2

1 )
𝛾
+𝐾4,

𝐾5 = 𝑛𝐾2

∫︁
𝑑𝑡

((𝑡−𝐾3)2𝐾2
2 +𝐾2

1 )
𝛾
+𝐾5.

Таким образом, имеем

𝑐+𝑖𝑑 = (𝐾4+𝑖𝐾5)𝑒
𝛼+𝑖𝛽 = 𝑒𝛼

(︀
𝐾4 cos𝛽−𝐾5 sin𝛽+𝑖(𝐾5 cos𝛽+𝐾4 sin𝛽)

)︀
.

Отсюда

𝑐 = 𝑒𝛼(𝐾4 cos𝛽 −𝐾5 sin𝛽),

𝑑 = 𝑒𝛼(𝐾4 sin𝛽 +𝐾5 cos𝛽).

где

𝑒𝛼 =

√︃
𝐾2

2 (𝑡−𝐾3)2 +𝐾2
1

𝐾2
.

В результате получили следующие решения системы (1)

𝑣1(𝑡, 𝑥, 𝑦) =
𝐾2

2 (𝑡−𝐾3)𝑥

𝐾2
1 +𝐾2

2 (𝑡−𝐾3)2
− 𝐾2𝐾1𝑦

𝐾2
1 +𝐾2

2 (𝑡−𝐾3)2

+

√︃
𝐾2

2 (𝑡−𝐾3)2 +𝐾2
1

𝐾2
(𝐾4 cos𝛽 −𝐾5 sin𝛽),

𝑣2(𝑡, 𝑥, 𝑦) =
𝐾2𝐾1𝑥

𝐾2
1 +𝐾2

2 (𝑡−𝐾3)2
+

𝐾2
2 (𝑡−𝐾3)𝑦

𝐾2
1 +𝐾2

2 (𝑡−𝐾3)2

+

√︃
𝐾2

2 (𝑡−𝐾3)2 +𝐾2
1

𝐾2
(𝐾4 sin𝛽 +𝐾5 cos𝛽),
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𝜌(𝑡, 𝑥, 𝑦) =
𝐾2

𝐾2
2 (𝑡−𝐾3)2 +𝐾2

1

(︁√︃ 𝐾2

𝐾2
2 (𝑡−𝐾3)2 +𝐾2

1

(𝑥 cos𝛽

+ 𝑦 sin𝛽)−
∫︁ √︃

𝐾2

𝐾2
2 (𝑡−𝐾3)2 +𝐾2

1

(︀
𝑐 cos(𝛽) + 𝑑 sin(𝛽)

)︀
𝑑𝑡
)︁𝑛−1

,

𝑝(𝑡, 𝑥, 𝑦) =
(︀ 𝐾2

𝐾2
2 (𝑡−𝐾3)2 +𝐾2

1

)︀𝛾(︁√︃ 𝐾2

𝐾2
2 (𝑡−𝐾3)2 +𝐾2

1

(𝑥 cos𝛽

+ 𝑦 sin𝛽)−
∫︁ √︃

𝐾2

𝐾2
2 (𝑡−𝐾3)2 +𝐾2

1

(︀
𝑐 cos(𝛽) + 𝑑 sin(𝛽)

)︀
𝑑𝑡
)︁𝑛

,

где

𝛽 = arctg(
𝐾2(𝑡−𝐾3)

𝐾1
) + 𝛽0.

3. Заключение

В данной работе находилось новое семейство решений уравнений
адиабатического движения газа с нулевым тензором кручения. В
результате были найдены все заданные компоненты(︀
𝑣1(𝑡, 𝑥, 𝑦), 𝑣2(𝑡, 𝑥, 𝑦)

)︀
, 𝜌(𝑡, 𝑥, 𝑦) и 𝑝(𝑡, 𝑥, 𝑦) исходной системы (1).
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